
石景山区 2015—2016学年第一学期期末考试试卷

高三数学（理）

本试卷共 6页，150分．考试时长 120分钟．请务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效．考试

结束后上交答题卡．

第一部分（选择题 共 40分）

一、选择题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项．

1．设集合 {0,1,2}M  ， 2{ | 3 2 0}N x x x    ，则M N I （ ）．

A． 1 B．{2} C． 0,1 D．{1,2}

2．若变量 x， y满足约束条件

2
1
0

x y
x
y

 
 
 

，则 2z x y  的最大值为（ ）．

A． 0 B． 2

C． 3 D． 4

3．右面的程序框图表示算法的运行结果是（ ）．

A． 2 B． 2

C． 1 D． 1

4．已知数列 na 是等差数列， 3 8a  ， 4 4a  ，则前 n项和 nS 中最大的是（ ）．

A． 3S B． 4S 或 5S

C． 5S 或 6S D． 6S

5．“ 4ab  ”是“直线 2 1 0x ay   与直线 2 2 0bx y   平行”的（ ）．

A．充分而不必要条件 B．必要而不充分条件

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件

6．若曲线 2 2 ( 0)y px p  上只有一个点到其焦点的距离为1，则 p的值为（ ）．

A． 4 B． 3 C． 2 D．1



7．如图，点O为正方体 ABCD A B C D    的中心，点 E为面 B BCC 的中心，点 F 为 B C 的中点，则空间

四边形 D OEF 在该正方体的面上的正投影不可能．．．是（ ）．

8．如图，在等腰梯形 ABCD中，
1
2

AB CD ， E， F 分别是底边 AB，CD的中点，把四边形 BEFC沿直

线 EF折起，使得面 BEFC 面 ADFE，若动点 P平面 ADFE，设 PB， PC与平面 ADFE所成的角分别

为 1 ， 2 （ 1 ， 2 均不为 0 )．若 1 2  ，则动点 P的轨迹为（ ）．

A．直线

B．椭圆

C．圆

D．抛物线

第二部分（非选择题 共 110分）

二、填空题共 6小题，每小题 5分，共 30分．

9．在复平面内，复数
2i
1 i

对应的点到原点的距离为__________．

10．
51x

x
  
 

的二项展开式中 x项的系数为__________．（用数字作答）

11．在 ABC△ 中，角 A，B，C的对边分别为 a，b，c． 15a  ， 10b  ， 60A  o ，则 cosB  __________．

12．在极坐标系中，设曲线 2  和 cos 1   相交于点 A， B，则 AB  __________．

13．2位男生和3位女生共5位同学站成一排，若 3位女生中有且只有两位女生相邻，则不同排法的种数是

__________种．（用数字作答）

A

B

C

D

E

F
P

AB

C DF

E



14．股票交易的开盘价是这样确定的：每天开盘前，由投资者填报某种股票的意向买价或意向卖价以及相

应的意向股数，然后由计算机根据这些数据确定适当的价格，使得在该价位上能够成交的股数最多．（注：

当卖方意向价不高于开盘价，同时买方意向价不低于开盘价，能够成交）

根据以下数据，这种股票的开盘价为__________元，能够成交的股数为__________．

卖家意向价（元） 2.1 2.2 2.3 2.4

意向股数 200 400 500 100

买家意向价（元） 2.1 2.2 2.3 2.4

意向股数 600 300 300 100

三、解答题共 6小题，共 80分．解答应写出文字说明，演算步骤或证明过程．

15．（本小题共 13分）

已知函数 2( ) 2 3sin cos 2sinf x x x x  ， Rx ．

（Ⅰ）求函数 ( )f x 的最小正周期与单调增区间；

（Ⅱ）求函数 ( )f x 在 0,
4
 

  
上的最大值与最小值．



16．（本小题共 13分）

某教育主管部门到一所中学检查学生的体质健康情况．从全体学生中，随机抽取12名进行体质健康

测试，测试成绩（百分制）以茎叶图形式表示如下：

根据学生体质健康标准，成绩不低于 76的为优良．

（Ⅰ）写出这组数据的众数和中位数；

（Ⅱ）将频率视为概率．根据样本估计总体的思想，在该校学生中任选 3人进行体质健康测试，求至少有1

人成绩是“优良”的概率；

（Ⅲ）从抽取的12人中随机选取 3人，记 表示成绩“优良”的学生人数，求 的分布列及期望．

成绩

5 2

6 5

7 2 8

8 6 6 6 7 7 8

9 0 8



17．（本小题共 14分）

在四棱锥 P ABCD 中，侧面 PCD 底面 ABCD，PD CD ，E为 PC中点，底面 ABCD是直角梯形，

AB CD∥ ， 90ADC  o， 1AB AD PD   ， 2CD  ．

（Ⅰ）求证： BE∥平面 PAD；

（Ⅱ）求证： BC 平面 PBD；

（Ⅲ）在线段 PC上是否存在一点Q，使得二面角Q BD P  为 45o？若存在，求
PQ
PC 的值；若不存在，

请述明理由．

A B

CD

E

P



18．（本小题共 13分）

已知函数 ( ) 1
ex
af x x   （ Ra ， e为自然对数的底数）．

（Ⅰ）若曲线 ( )y f x 在点 (1, (1))f 处的切线平行于 x轴，求 a的值；

（Ⅱ）求函数 ( )f x 的极值；

（Ⅲ）当 1a  时，若直线 : 1l y kx  与曲线 ( )y f x 没有公共点，求 k的最大值．



19．（本小题共 14分）

已知椭圆 :C
2 2

2 2 1x y
a b

  ( 0)a b  的焦距为 4，其短轴的两个端点与长轴的一个端点构成正三角形．

（Ⅰ）求椭圆C的标准方程；

（Ⅱ）设 F 为椭圆C的左焦点，M 为直线 3x   上任意一点，过 F 作MF的垂线交椭圆C于点 P，Q．证

明：OM 经过线段 PQ的中点 N．（其中O为坐标原点）



20．（本小题共 13分）

给定一个数列 na ，在这个数列里，任取 *( 3, )Nm m m  项，并且不改变它们在数列 na 中的先后次

序，得到的数列称为数列 na 的一个m 阶子数列．

已知数列 na 的通项公式为
1

na n a



（ *Nn ，a为常数），等差数列 2a ， 3a ， 6a 是数列 na 的一个

3阶子数列．

（Ⅰ）求 a的值；

（Ⅱ）等差数列 1b ， 2b ，L ， mb 是 na 的一个 *( 3, )Nm m m  阶子数列，且 1
1b
k

 （ k为常数， *Nk ，

2)k  ，求证： 1m k  ；

（Ⅲ）等比数列 1c ， 2c ，L ， mc 是 na 的一个 *( 3, )Nm m m  阶子数列，求证： 1 2 1

1...... 2
2m mc c c      ．



石景山区 2015—2016学年第一学期期末考试

高三数学（理科）参考答案

一、选择题共 8小题，每小题 5分，共 40分．

题号 1 2 3 4 5 6 7 8

答案 D D A B B C D C

二、填空题共 6小题，每小题 5分，共 30分．

三、解答题共 6小题，共 80分．

15．（本小题共 13分）

解： ( ) 3sin 2 cos2 1f x x x  

3 12 sin 2 cos2 1
2 2

x x
 

    
 

π2sin 2 1
6

x    
 

．

（Ⅰ） ( )f x 的最小正周期为
2π π
2

T   ．

令 2 2 2 ,
2 6 2

Zk x k k  
         ，解得

3 6
k x k 

      ，

所以函数 ( )f x 的单调增区间为 ,
3 6

k k       
， Zk ．

（Ⅱ）因为 0
4

x 
  ，所以

22
6 6 3

x  
   ，所以

1 sin 2 1
2 6

x     
 

，

于是 1 2sin 2 2
6

x     
 

，所以 0 ( ) 1f x  ．

当且仅当 0x  时， ( )f x 取最小值 min( ) (0) 0f x f  ．

当且仅当 2
6 2

x  
  ，即

6
x 
 时最大值 max( ) 1

6
f x f    

 
．

16．（本小题共 13分）

解：（Ⅰ）这组数据的众数为86，中位数为86；

（Ⅱ）抽取的12人中成绩是“优良”的频率为
3
4
，

题号 9 10 11 12 13 14

答案 2 5 6
3

2 3 72 2.2，600



故从该校学生中任选1人，成绩是“优良”的概率为
3
4
，

设“在该校学生中任选 3人，至少有1人成绩是‘优良’的事件”为 A，

则  
3

0
3

3 1 631 C 1 1
4 64 64

P A         
 

；

（Ⅲ）由题意可得， 的可能取值为 0，1， 2，3．

 
3
3
3
12

C 10
C 220

P     ，  
1 2
9 3
3
12

C C 271
C 220

P     ，

 
2 1
9 3
3
12

C C 272
C 55

P     ，  
3
9
3
12

C 213
C 55

P     ，

所以 的分布列为

 0 1 2 3

P
1
220

27
220

27
55

21
55

1 27 27 21 90 1 2 3
220 220 55 55 4

E          ．

17．（本小题共 14分）

解：（Ⅰ）取 PD的中点 F ，连结 EF， AF ，因为 E为 PC中点，所以 EF CD∥ ，

且
1 1
2

EF CD  ，在梯形 ABCD中， AB CD∥ ， 1AB  ，

所以 EF AB∥ ， EF AB ，四边形 ABEF为平行四边形，

所以 BE AF∥ ，

因为 BE 平面 PAD， AF 平面 PAD，

所以 BE∥平面 PAD．

（Ⅱ）平面 PCD 底面 ABCD， PD CD ，所以 PD 平面 ABCD，

所以 PD AD ．

如图，以D为原点建立空间直角坐标系 D xyz ．

则 (1,0,0)A ， (1,1,0)B ， (0,2,0)C ， (0,0,1)P

(1,1,0)DB 
uuur

， ( 1,1,0)BC  
uuur

，

所以 0BC DB 
uuur uuur

， BC DB ，

又由 PD 平面 ABCD，可得 PD BC ，

因为 PD BD DI

所以 BC 平面 PBD．

（Ⅲ）平面 PBD的法向量为 ( 1,1,0)BC  
uuur

，

A
B

CD

E

P

y

x

z

Q
F



(0,2, 1)PC  
uuur

，设 PQ PC
uuur uuur

， (0,1) 

所以 (0,2 ,1 )Q   ，

设平面QBD的法向量为 ( , , )=n a b c
r

，

(1,1,0)DB 
uuur

， (0,2 ,1 )DQ   
uuur

，

由 0n DB 
r uuur

， 0n DQ 
r uuur

，得

0
2 (1 ) 0
a b
b c 
 

   
，

令 1b 

所以
21,1,
1

n 


    

r
，

所以 2

2 2cos45
222 2

1

n BC

n BC 



  

    

o

r uuur

r uuur
，

注意到 (0,1)  ，得 2 1   ．

所以在线段 PC上存在一点Q，使得二面角Q BD P  为 45o，

此时 2 1
PQ
PC

  ．

18．（本小题共 13分）

解：（Ⅰ）由   1
ex
af x x   ，得   1

ex
af x   ．

又曲线  y f x 在点   1, 1f 处的切线平行于 x轴，

得  1 0f   ，即1 0
e
a

  ，解得 ea  ．

（Ⅱ）   1
ex
af x   ，

①当 0a  时，   0f x  ，  f x 为  ,  上的增函数，

所以函数  f x 无极值．

②当 0a  时，令   0f x  ，得 ex a ， lnx a ．

 , lnx a  ，   0f x  ；  ln ,x a  ，   0f x  ．



所以  f x 在  , ln a 上单调递减，在  ln ,a  上单调递增，

故  f x 在 lnx a 处取得极小值，且极小值为  ln lnf a a ，无极大值．

综上，当 0a  时，函数  f x 无极小值

当 0a  ，  f x 在 lnx a 处取得极小值 ln a，无极大值．

（Ⅲ）当 1a  时，   11
ex

f x x  

令         11 1
ex

g x f x kx k x      ，

则直线 l： 1y kx  与曲线  y f x 没有公共点，

等价于方程   0g x  在 R 上没有实数解．

假设 1k  ，此时  0 1 0g   ， 1
1

1 11 0
1

e k
g
k



        ，

又函数  g x 的图象连续不断，由零点存在定理，可知   0g x  在R 上至少有一解，

与“方程   0g x  在R 上没有实数解”矛盾，故 1k  ．

又 1k  时，   1 0
ex

g x   ，知方程   0g x  在R 上没有实数解．

所以 k的最大值为1．

解法二：

（Ⅰ）（Ⅱ）同解法一．

（Ⅲ）当 1a  时，   11
ex

f x x   ．

直线 l： 1y kx  与曲线  y f x 没有公共点，

等价于关于 x的方程
11 1
ex

kx x    在 R 上没有实数解，即关于 x的方程：

  11
ex

k x   *

在 R 上没有实数解．

①当 1k  时，方程  * 可化为
1 0
ex

 ，在 R 上没有实数解．

②当 1k  时，方程  * 化为
1 e
1

xx
k




．

令   exg x x ，则有    1 exg x x   ．



令   0g x  ，得 1x   ，

当 x变化时，  g x 的变化情况如下表：

x  , 1  1  1, 

 g x  0 

 g x ]
1
e

 Z

当 1x   时，  min
1
e

g x   ，同时当 x趋于 时，  g x 趋于 ，

从而  g x 的取值范围为
1 ,
e

   
．

所以当
1 1,
1 ek

      
时，方程  * 无实数解， 解得 k的取值范围是  1 e,1 ．

综上，得 k的最大值为1．

19．（本小题共 14分）

（Ⅰ）解：由已知可得
2 2

2 2

2

2 2 4

a b b

c a b

  


  
，

解得 2 6a  ， 2 2b  ，

所以椭圆C的标准方程是
2 2

1
6 2
x y

  ．

（Ⅱ）证明：由（Ⅰ）可得， F 的坐标是  2,0 ，设M 点的坐标为  3,m ，

则直线MF的斜率
0

3 ( 2)MF
mk m

  
  

．

当 0m  时，直线 PQ的斜率
1

PQk m
 ．直线 PQ的方程是 2x my  ．

当 0m  时，直线 PQ的方程是 2x   ，也符合 2x my  的形式．

设  1 1,P x y ，  2 2,Q x y ，

将直线 PQ的方程与椭圆C的方程联立，

2 2

1
6 2

2

x y

x my


 


  

，

消去 x，得  2 23 4 2 0m y my    ，



其判别式  2 216 8 3 0m m     ．

所以 1 2 2

4
3

my y
m

 


， 1 2 2

2
3

y y
m





，

 1 2 1 2 4x x m y y   
2

12
3m





．

设 N为 PQ的中点，则 N点的坐标为 2 2

6 2,
3 3

m
m m
 

   
．

所以直线ON的斜率
3ON
mk   ，又直线OM 的斜率

3OM
mk   ，

所以点 N在直线OM 上，即OM 经过线段 PQ的中点 N．

20．（本小题共 13分）

解：（1）因为 2a ， 3a ， 6a 成等差数列，所以 2 3 3 6a a a a   ．

又因为 2
1

2
a

a



， 3

1
3

a
a




， 6
1

6
a

a



，

代入得
1 1 1 1

2 3 3 6a a a a
  

   
，解得 0a  ．

（2）设等差数列 1a ， 2a ，L ， ma 的公差为 d．

因为 1
1b
k

 ，所以 2
1
1

b
k




，

从而 2 1
1 1 1
1 ( 1)

d b b
k k k k

     
 

．

所以 1
1 1( 1)

( 1)m
mb b m d

k k k


    


．

又因为 0mb  ，所以
1 1 0

( 1)
m

k k k


 


．

即 1 1m k   ．所以 2m k  ．

又因为m， *Nk ，所以 1m k  ．

（3）设 1
1c
t

  *Nt ，等比数列 1c ， 2c ， 3c ，L ， mc 的公比为 q．

因为 2
1
1

c
t




，所以
2

1 1
c tq
c t

 


．

从而

1
1

1
1

1

n
n

n
tc c q

t t


      

(1 n m  ， * )Nn ．

所以

1 2 1

1 2 3
1 1 1 1

1 1 1

m

m
t t tc c c c

t t t t t t t


                        

L L



＝
1 1

1

mt t
t t

        

＝

11
1

mt t
t t

     
．

设函数 1

1( ) mf x x
x   ， ( 3m  ， *)Nm ．

当 (0, )x  时，函数 1

1( ) mf x x
x   为单调增函数．

因为当 *Nt ，所以
11 2t
t


  ．所以 1

1 12
2m

tf
t 

    
 

．

即 1 2 1

1...... 2
2m mc c c      ．

【注：若有其它解法，请酌情给分】



选填解析

一、 选择题

1．【答案】D

【解析】因为 2{ | 3 2 0} { |1 2}N x x x x x       ，

所以， {1,2}M N I ．

故选 D．

2．【答案】D

【解析】 x， y的满足

2
1
0

x y
x
y

 
 
 

的区域为如图所示

的阴影，直线 2y x  平移到点  2,0A 时，截距最大，

此时 max 2 2 0 4z     ．

故选 D．

3．【答案】A

【解析】列表：

开始 第1步 第 2步 第 3步 第 4步 结束

i 1 2 3 4 5 5 4

S 0 1 1 2 2 2

显然，当 2015i  ，循环结束输出 2 ．

故选 A．

4．【答案】B

【解析】由题可知等差数列的 4 8 4d     ，

则 5 4 4 0a    ， 6 0 4 4a     ，故 4 5S S ，都为最大值．

故选 B．

5．【答案】B

【解析】直线 2 1 0x ay   与直线 2 2 0bx y   平行

等价于 2 2 0a b    ，且 1a  ， 4b  ，

即 4ab  ，且 1a  ， 4b  ，

所以“ 4ab  ”是“直线 2 1 0x ay   与直线 2 2 0bx y   平行”的必要而不充分条件．

故选 B．



6．【答案】C

【解析】由抛物线的定义可知，

曲线 2 2 ( 0)y px p  上的点到准线的距离等于到焦点的距离，

因为 2 2 ( 0)y px p  关于 x轴对称，只有顶点满足题意，

故顶点到准线的距离 1 2
2
p p   ．

故答案为 C．

7．【答案】D

【解析】A为空间四边形 D OEF 在面 DCC D 上的正投影；

B为空间四边形 D OEF 在面 BCC B 上的正投影；

C为空间四边形 D OEF 在面 ABCD上的正投影；

D不可能．

故答案选 D

8．【答案】C

【解析】①如图：因为 1 2  ，

所以，在Rt BEP△ 和Rt CFP△ 中，

tan tanEPB FPB   ，即
BE CF
EP FP

 ，

又因为
1
2

AB CD ， E， F 分别是底边 AB，CD的中点，

所以
1
2

EP
FP

 ，

在平面直角坐标系中，设  ,P x y ， EF a ，

则  0,E a ，  0,0F ，

 22

2 2

1
2

x y aEP
FP x y

 
 


，

即  22 2 24 4x y a x y    ，

整理得

2
2 24 4

3 9
x y a a    

 
， 0x  ．



故答案选 C．

二、 填空题

9．【答案】 2

【解析】
 

  
2i 1 i2i 2i 2 i 1

1 i 1 i 1 i 2
 

   
  

，

复数
2i
1 i

对应的点到原点的距离为  221 1 2   ．

故答案为 2．

10．【答案】 5

【解析】由二项式定理可知，  51 5
1C

r
rr

rT x
x




   
 

，

当 1r  时，  
1

41
1 5

1C 5T x x
x

     
 

．

故答案为 5 ．

11．【答案】
6
3

【解析】由正弦定理可知，

310sin 32sin
sin sin 15 3
a b b AB
A B a


     ，

因为 a b ，所以 A B ，即 0,
3

B   
 



所以 2 1 6cos 1 sin 1
3 3

B B     ．

故答案为
6
3

12．【答案】 2 3

【解析】曲线 2  和 cos 1   在直角坐标系下的方程为

2 2 4x y  和 1x  ，

联立
2 2 4
1

x y
x

  



，解得

1

3

x

y




 
，

所以 2 3AB  ．

故答案为 2 3．

13．【答案】 72

【解析】第一步：先排 2位男生，有 2
2A 种，

第二步：从 3位女生挑出 2位并排序，有 2
3A 种，

第三步：把两组女生插入 2位男生的三个空挡，有 2
3A 种，

则不同排法的种数有种 2 2 2
2 3 3A A A 2 6 6 72      ．

故答案为 72

14．【答案】 2.2， 600

【解析】当开盘价为 2.1时，在该价位上能够成交的股数为 200，

当开盘价为 2.2时，在该价位上能够成交的股数为 600，

当开盘价为 2.3时，在该价位上能够成交的股数为 400，

当开盘价为 2.4时，在该价位上能够成交的股数为100，

所以当开盘价为 2.2时，在该价位上能够成交的股数为最多，为 600．

故答案为 2.2， 600


