
北京市西城区 2015-2016学年上学期期末考试数学试题

高二（理科） 2016.1

一、选择题：本大题共 8小题，每小题 5分，共 40分.在每小题给出的四个选项中，只有一

项是符合要求的.

1.命题“若 1a  ，则 0a  ”的逆命题是（ ）．

A.若 0a  ，则 1a  B.若 0a  ，则 1a 

C.若 0a  ，则 1a  D.若 0a  ，则 1a 

2.圆心为  1,2 ，且与 y轴相切的圆的方程是（ ）．

A. 2 2( 1) ( 2) 4x y    B. 2 2( 1) ( 2) 1x y   

C. 2 2( 1) ( 2) 1x y    D. 2 2( 1) ( 2) 4x y   

3.在空间中，给出下列四个命题：

①平行于同一个平面的两条直线互相平行；

②垂直于同一个平面的两个平面互相平行；

③平行于同一条直线的两条直线互相平行；

④垂直于同一条直线的两条直线互相平行．

其中真命题的序号是（ ）．

A.① B.② C.③ D.④

4.实轴长为 2，虚轴长为 4的双曲线的标准方程是（ ）．

A.
2

2 1
4
yx   B.

2
2 1

4
xy  

C.
2 2

1
4 16
x y

  或
2 2

1
4 16
y x

  D.
2

2 1
4
yx   或

2
2 1

4
xy  

5.“直线 l垂直于平面 内无数条直线”是“直线 l垂直于平面 ”的（ ）．

A.充分而不必要条件 B.必要而不充分条件

C.充分必要条件 D.既不充分也不必要条件

6.某几何体的三视图如图所示．其中主视图中 ABC△ 是边长为 2的正三

角形，俯视图为正六边形，那么该几何体的左视图的面积为（ ）．

A. 3
2

B. 3

C. 3
2

D. 3



7.已知椭圆
2 2

2 2 1 ( 0)x y a b
a b

    的两个焦点分别为 1F ， 2F ，若椭圆上存在点 P使得 1 2F PF

是钝角，则椭圆离心率的取值范围是（ ）．

A. 20,
2

 
  
 

B. 2 ,1
2

 
  
 

C. 10,
2

 
 
 

D. 1 ,1
2

 
 
 

8.已知四面体 ABCD的侧面展开图如图所示，则其体积为（ ）．

A. 2 B. 3
2

C. 3
4

D. 2
3

二、填空题：本大题共 6小题，每小题 5分，共 30分. 把答案填在题中横线上.

9.命题“ x R， 2 1 0x   ”的否定是__________．

10.已知直线 1l ： 2 1 0x ay   ， 2l ： 0ax y  . 若 1 2l l∥ ，则实数 a  __________．

11.已知双曲线
2

2
2 1yx
b

  （ 0b  ）的一个焦点是  2,0 ，则其渐近线的方程为__________．

12.如图，正方体 1 1 1 1ABCD A BC D 中，直线 1BC 和 1 1B D 所成角的大小为

__________；直线 1BC 和平面 1 1B D DB所成角的大小为__________．

13.在空间直角坐标系Oxyz 中，已知平面 的一个法向量是  1, 1,2n  


，且平面 过点

 0,3,1A .若 ( , , )P x y z 是平面 上任意一点，则点 P的坐标满足的方程是__________．

14.平面内到定点  0,1F 和定直线 l： 1y   的距离之和等于 4的动点的轨迹为曲线C．关于

曲线C的几何性质，给出下列三个结论：

①曲线C关于 y轴对称；

②若点  ,P x y 在曲线C上，则 | | 2y ≤ ；

③若点 P在曲线C上，则1 | | 4PF≤ ≤ ．

其中，所有正确结论的序号是__________．



三、解答题：本大题共 6小题，共 80分. 解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤.

15.（本小题满分 13分）

如图，四棱锥 P ABCD 的底面 ABCD为菱形，Q是棱 PA的中点．

（Ⅰ）求证： PC∥平面 BDQ；

（Ⅱ）若 PB PD ，求证：平面 PAC 平面 BDQ．

16.（本小题满分 13分）

已知抛物线 2 2y px （ 0p  ）的准线方程是
1
2

x   .

（Ⅰ）求抛物线的方程；

（Ⅱ）设直线 ( 2)y k x  （ 0k  ）与抛物线相交于M ，N两点，O为坐标原点，证明：

OM ON ．



17.（本小题满分 13分）

如图，在直三棱柱 1 1 1ABC A BC 中， 90BAC  ， 2 3AC  ， 1 3AA  ， 2AB  ，

点D在棱 1 1BC 上，且 1 1 14BC B D ．

（Ⅰ）求证： 1BD AC ；

（Ⅱ）求二面角 1 1B AD B  的大小．

18.（本小题满分 13分）

如图，在直角坐标系 xOy中，已知圆O： 2 2 4x y  ．点 B，C在圆O上，且关于 x轴

对称．

（Ⅰ）当点 B的横坐标为 3时，求OB OC
 

的值；

（Ⅱ）设 P为圆O上异于 B，C的任意一点，直线 PB，PC与 x轴分别交于点M ，N，

证明： OM ON 为定值．



19.（本小题满分 14分）

如图1，四棱锥 P ABCD 中，PD 底面 ABCD，底面 ABCD是直角梯形，M 为侧棱 PD

上一点．该四棱锥的俯视图和左视图如图 2所示．

（Ⅰ）求证： BC 平面 PBD；

（Ⅱ）求证： AM∥平面 PBC ；

（Ⅲ）线段CD上是否存在点 N，使 AM 与 BN 所成角的余弦值为
3
4

？若存在，找到所

有符合要求的点 N；若不存在，说明理由．

20.（本小题满分 14分）

如图，已知四边形 ABCD是椭圆 2 23 4 12x y  的内接平行四边形，且 BC， AD分别经

过椭圆的焦点 1F ， 2F ．

（Ⅰ）若直线 AC的方程为 2 0x y  ，求 AC 的长；

（Ⅱ）求平行四边形 ABCD面积的最大值．





北京市西城区 2015-2016学年上学期期末试卷

高二数学（理科）参考答案 2016.1

一、选择题：本大题共 8小题，每小题 5分，共 40分.

1.A 2.B 3.C 4. D 5.B 6.C 7. B 8.D

二、填空题：本大题共 6小题，每小题 5分，共 30分.

9. x R， 2 1 0x   10. 2 11. 3y x 

12. 60，30 13. 2 1 0x y z    14.①②③

注：12题第一空 2分，第二空 3分；14题少选不给分.

三、解答题：本大题共 6小题，共 80分.

15.（本小题满分 13分）

【解析】

（Ⅰ）设 AC交 BD于点O，连结OQ．

因为底面 ABCD为菱形，

所以O为 AC 中点．

因为Q是 PA的中点，

所以OQ PC∥ ．

因为OQ 平面 BDQ， PC 平面 BDQ，

所以 PC∥平面 BDQ．

（Ⅱ）连结OP．

因为底面 ABCD为菱形，

所以 BD AC ，O为 BD中点．

因为 PB PD ，

所以 BD PO ．

所以 BD 平面 PAC ．

因为 BD 平面 BDQ，

所以平面 PAC 平面 BDQ．

16.（本小题满分 13分）



【解析】（Ⅰ）因为抛物线 2 2y px （ 0p  ）的准线方程为
2
px   ，

所以
1

2 2
p

   ，解得 1p  ，

所以抛物线的方程为 2 2y x ．

（Ⅱ）设  1 1,M x y ，  2 2,N x y ．

将 ( 2)y k x  代入 2 2y x ，

消去 y整理得 2 2 2 22(2 1) 4 0k x k x k    .

所以 1 2 4x x  .

由 2
1 12y x ， 2

2 22y x ，两式相乘，得 2 2
1 2 1 24y y x x ，

注意到 1y ， 2y 异号，所以 1 2 4y y   ．

所以直线OM 与直线ON的斜率之积为 1 2

1 2

1
y y
x x
   ，

即 OM ON ．

17.（本小题满分 13分）

【解析】（Ⅰ）因为 1 1 1ABC A BC 直三棱柱，

所以 1AA AB ， 1AA AC ．

又 AB AC ，

所以 AB， AC， 1AA 两两互相垂直．

如图，以 A为原点，建立空间直角坐标系 A xyz ．

则  2,0,0B ，  0,2 3,0C ，  1 0,0, 3A ，

 1 2,0, 3B ，  1 0,2 3, 3C ．

由 1 1 1
1 1 3, ,0
4 2 2

B D BC
 

    
 

 
，得

3 3, , 3
2 2

D
 
  
 

．

所以
1 3, , 3
2 2

BD
 

   
 


，  1 0,2 3, 3AC  


．

因为 1 3 3 0BD AC   
 

，

所以 1BD AC ．



（Ⅱ）
1 3, , 3
2 2

BD
 

   
 


，  1 2,0, 3A B  


．

设平面 1ADB的一个法向量为  1 1 1, ,m x y z


，则 1 0

0

m AB

m BD

  


 

 

  ，

所以
1 1

1 1 1

2 3 0

1 3 3 0
2 2

x z

x y z

  


   


，取 1 1z  ，得
3 3, ,1
2 2

m
 

   
 


．

又平面 1 1ADB 的一个法向量为  0,0,1n 


，

所以
1 1cos ,

23 9 1
4 4

m nm n
m n


    
 

  
  ，

因为二面角 1 1B AD B  的平面角是锐角，

所以二面角 1 1B AD B  的大小是 60．

18.（本小题满分 13分）

【解析】（Ⅰ）因为点 B在圆O上，横坐标为 3．

不妨设  3,1B ，由对称性知  3, 1C  ，

所以 3 1 2OB OC   
 

．

（Ⅱ）设  0 0,B x y ，由对称性知  0 0,C x y ，且 2 2
0 0 4x y  ．

设  1 1,P x y （ 1 0y y  ），则 2 2
1 1 4x y  ．

PBl ： 1 0
1 1

1 0

( )
y y

y y x x
x x


  


， PCl ： 1 0
1 1

1 0

( )
y y

y y x x
x x


  


．

在上述方程中分别令 0y  ，解得，

0 1 1 0

1 0
M

x y x y
x

y y





， 0 1 1 0

1 0
N

x y x y
x

y y





．

所以
2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 1 0 0 1 1 0

2 2 2 2
1 0 1 0

(4 ) (4 )
4M N

x y x y y y y y
x x

y y y y
   

   
 

．

所以 4OM ON  ．

19.（本小题满分 14分）

【解析】（Ⅰ）由俯视图可得， 2 2 2BD BC CD  ，



所以 BC BD ．

又因为 PD 平面 ABCD，

所以 BC PD ，

所以 BC 平面 PBD．

（Ⅱ）取 PC上一点Q，使 : 1: 4PQ PC  ，连结MQ， BQ．

由左视图知 : 1: 4PM PD  ，所以MQ CD∥ ，
1
4

MQ CD ．

在 BCD△ 中，易得 60CDB  ，所以 30ADB  ，

又 2BD  ，所以 1AB  ， 3AD  ．

又因为 AB CD∥ ，
1
4

AB CD ，所以 AB MQ∥ ， AB MQ ．

所以四边形 ABQM 为平行四边形，所以 AM BQ∥ ．

因为 AM 平面 PBC ， BQ 平面 PBC ，

所以直线 AM∥平面 PBC ．

（Ⅲ）线段CD上存在点 N，使 AM 与 BN 所成角的余弦值为
3
4

．

证明如下：

因为 PD 平面 ABCD，DA DC ，建立如图所示的空间直角坐标系D xyz ．

所以  0,0,0D ，  3,0,0A ，  3,1,0B ，  0,4,0C ，  0,0,3M ．

其中  0, ,0N t ．

所以  3,0,3AM  


，  3, 1,0BN t  


．

要使 AM 与 BN 所成角的余弦值为
3
4

，则有
3
4

AM BN

AM BN






 

  ．

所以
2

3 3
42 3 3 ( 1)t


  

，解得 0t  或 2，均适合  0, ,0N t ．

故点 N位于D点处，或CD中点处时，均符合题意．

20.（本小题满分 14分）

【解析】（Ⅰ）由
2 2

2 0
3 4 12
x y
x y
 


 

，解得 3x   ，



所以 A，C两点的坐标为
33,
2

 
  
 

和
33,
2

 
   
 

，

所以 2 2(2 3) ( 3) 15AC    ．

（Ⅱ）①当直线 AD的斜率不存在时，

此时易得
31,
2

A 
 
 

，
31,
2

B   
 

，
31,
2

C    
 

，
31,
2

D   
 

，

所以平行四边形 ABCD的面积为 | | | | 6AB CD  .

②当直线 AD的斜率存在时，设直线 AD的方程为 ( 1)y k x  ，

将其代入椭圆方程，整理得 2 2 2 2(3 4 ) 8 4 12 0k x k x k     ．

设点  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，  3 3,C x y ，  4 4,D x y .

则
2

1 4 2

8
3 4
kx x
k

 


，
2

1 4 2

4 12
3 4
kx x

k





.

连结 1AF ， 1DF，

则平行四边形 ABCD的面积
1 1 2 1 4 1 42 | | | | 2 | |AF DS S F F y y y y      .

又 2 2 2 2 2
1 4 1 4 1 4 1 4( ) ( ) [( ) 4 ]y y k x x k x x x x     

2 2

2 2

16 ( 1)9
(3 4 )
k k

k


 


.

所以
2 2

2 2

16 ( 1)6 6
(3 4 )
k kS

k


 


.

综上，平行四边形 ABCD面积的最大值是 6 .



选填解析

一、选择题

1.【答案】A

【解析】互换原命题的题设和结论，得，逆命题为“若 0a  ，则 1a  ”．

故选 A．

2.【答案】B

【解析】圆心坐标为  1,2 ，且与 y 轴相切，所以圆的半径 1r  ，则所求的圆的方程为

2 2( 1) ( 2) 1x y    ．

故选 B．

3.【答案】C

【解析】①平行于同一个平面的两条直线有三种位置关系：相交，平行，异面，故错误；

②垂直于同一个平面的两个平面有两种位置关系：平行，相交，故错误；

④垂直于同一条直线的两条直线有三种位置关系：相交，平行，异面，故错误．

故选 C．

4.【答案】D

【解析】实轴长为 2，虚轴长为 4，即 2 2a  ，2 4b  ，所以方程为：
2

2 1
4
yx   或

2
2 1

4
xy   ．

故选 D．

5.【答案】B

【解析】根据线面垂直的定义可知，直线 l与平面 内任意直线都垂直，

当直线 l垂直于平面 内无数条直线垂直时，这无数条直线若为平行关系，则 l与平面 不

垂直．故是必要不充分条件．

故选 B．

6.【答案】C

【解析】由三视图知，几何体为正六棱锥，主视图中 ABC△ 是边长为 2的正三角形，底面

六边形的边长为1，所以棱锥的高为
32 3
2

  ，由俯视图可知，俯视图宽为
32 3
2

  ，

则左视图的面积为
1 33 3
2 2

S     ．

故选 C．



7.【答案】B

【解析】如图，当动点 P在椭圆长轴端点处沿椭圆弧向短轴端点运动

时， P对两个焦点的张角 1 2F PF∠ 渐渐增大，当且仅当 P点位于短轴

端点 0P 处时，张角 1 2F PF∠ 达到最大值，

由此可得，在 0 1 2P F F△ 中， 1 0 2 90F P F  ∠ ，

所以 0 2Rt POF△ 中， 0 2 45OP F  ∠ ，

所以 0 2PO OF ，即b c ，所以 2 2 2a c c  ，可得 2 22a c ，

所以
2e
2

 ，又因为 0 e 1  ，所以
2 e 1
2

  ．

故选 B．

8.【答案】D

【解析】由题意可知三棱锥的底面是等腰直角三角形，

腰长为： 2，斜边为 2， 3条侧棱相等为： 5 ，

如图 BOC△ ≌ BOA△ ≌ BOD△ ，可得 BO是三棱锥的高为 2．

四面体 ABCD的体积为：
1 1 1 1 22 1 2
3 2 3 2 3

CD OA OB          ．

故选 D．

二、填空题

9.【答案】 x R， 2 1 0x  

【解析】因为全称命题的否定是存在命题，所以答案为 x R， 2 1 0x   ．

故答案为 x R， 2 1 0x   ．

10.【答案】 2

【解析】根据两直线平行的性质，可得    2 1 0a a      ，即 2 2a  ，解得 2a   ．

故答案为 2 ．

11.【答案】 3y x 

【解析】由方程可知 2 1a  ，又焦点为  2,0 ，则 2 4c  ，解得 2 3b  ，所以渐近线方程为



3by x x
a

    ．

故答案为 3y x  ．

12.【答案】 60，30

【解析】连结 1DC ， 1 1AC ，设 1 1 1 1AC B D O ，连结 BO．

因 1 1B D BD∥ ，所以 1DBC∠ 是线 1BC 和 1 1B D 所成角，

又 1 1BD BC DC  ，所以 1 60DBC  ∠ ．

直线 1BC 和 1 1B D 所成的角大小为 60；

正方体 1 1 1 1ABCD A BC D 中，

由 1 1 1 1B D AC ， 1 1 1 1B B AC ， 1 1 1 1B D BB B ，

所以 1C O 平面 1 1B D DB，

所以 1OBC∠ 是直线 1BC 和 1 1B D DB所成角，

因为 1 1
1
2

OC BC ，所以 1
1

1

1sin
2

OCOBC
BC

 ∠ ．

所以 1 30OBC  ∠ ．

所以直线 1BC 和平面 1 1B D DB所成角为30．

13.【答案】 2 1 0x y z   

【解析】有题意可知  , 3, 1AP x y z  


，平面  的一个法向量是  1, 1,2n  


，所以

0AP n 
 

，即    , 3, 1 1, 1,2 0x y z     ，所以 2 1 0x y z    ．

故答案为 2 1 0x y z    ．

14.【答案】①②③

【解析】设  ,P x y 是曲线C上的任意一点．

因为曲线C是平面内到定点  0,1F 和定直线 l： 1y   的距离之和等于 4的点的轨迹，所以

1 4PF y   ，即  22 1 1 4x y y     ，解得 1y ≥ 时， 212
4

y x  ，当 1y   时，

21 2
12

y x  ．

显然①正确；若点在曲线上，则 2y≤ ，②正确；若点 P在曲线C上， 1 4PF y   ， 2y≤

则1 4PF≤ ≤ ，所以③正确．

故答案为①②③．


