
北京 101 中学 2015-2016 学年上学期高二年级理科期末考试数学试卷

一、选择题：本大题共 8小题，共 40 分．

1． 对一个容量为 N的总体抽取容量为 n的样本，当选取简单随机抽样、系统抽样和分层

抽样三种不同方法抽取样本时，总体中每个个体被抽中的概率分别为 1P， 2P ， 3P ，则（ ）．

A． 1 2 3p p p  B． 1 2 3p p p 

C． 1 3 2p p p  D． 3 2 1p p p 

2． 某公司10位员工的月工资（单位:元）为 1x ， 2x ， 3x ，…， 10x ，其均值和方差分别

为 x和 2s ，若从下月起每位员工的月工资增加100元，则这10位员工下月工资的均值和方差

分别为（ ）

A． x， 22 100s B． 100x ，
22 100s

C． x， 2s D． 100x ，
2s

3． 某程序框图如图所示，该程序运行后输出 i的值是（ ）．

A． 27 B．31 C． 63 D．15

4． 某学校三个社团的人员分布如下表（每名同学只参加一个社团）

学校要对这三个社团的活动效果进行抽样调查，按分层抽样的方法从社团成员中抽取

30 人，结果围棋社被抽出12 人．则这三个社团共有（ ）

A．130人 B．140人 C．150人 D．160人

围棋社 戏剧社 书法社

高中 45 30 a

初中 15 10 20



5． 下列结论中正确的个数是（ ）

①命题“
2, 0x R x x    ”的否定是“ 0, 2  xxRx ”；

②若 p 是 q的必要条件，则 p是 q 的充分条件；

③命题“若
2 2am bm ，则 a b ”的逆命题是真命题；

④ x R  ，不等式
2 2 4 3x x x   均成立．

A．1个 B． 2 个 C．3个 D． 4 个

6． 若区间 )1,0( 上任取一实数b，则方程
2 0x x b   有实根的概率为（ ）

A．
1
4

B．
1
3

C．
1
2

D．
3
4

7． 某几何体的三视图如图所示，该几何体的体积是（ ）．

A．
4
3

B．
8
3

C． 2 D． 4

8． 已知点 ( 3,2)M  是坐标平面内一定点，若抛物线 2 2y x 的焦点为 F ，点Q是该抛物

线上的一动点，则 MQ QF 的最小值是（ ）．

A．
7
2

B．
5
2

C．3 D． 2

二、填空题：本大题共 6小题，共 30 分．

9． 某同学进入高三后，4次月考的数学成绩的茎叶图如下图，则该同学数学成绩的方差

是__________．



10． 若直线 1 0x my   与圆 2 2 2 0x y x   相切，则m的值为__________．

11． 在某省举办的运动会期间，某志愿者小组由12名大学生组成，其中男生8名，女生 4

名，从中抽取3名学生组成礼宾接待小组，则这 3名学生恰好是按性别分层抽样得到的概率

为__________．

12． 已知双曲线
2 2

2 2 1 ( 0, 0)x y a b
a b

    的一个焦点与抛物线 xy 42  的焦点重合，且

该双曲线的离心率为 5 ，则该双曲线的渐近线方程为_______．

13． 如图，椭圆
2 2

2 2 1 ( 0)x y a b
a b

    的左、右焦点分别为 1F 、 2F ，上顶点为 A，离

心率为
1
2
，点 P为椭圆在第一象限内的一点．若

1 1 2
: 2 :1PF A PF FS S   ，则直线 1PF 的斜率

为_______．

14． 已知直线 1x y
a b
  （ a，b是非零常数）与圆 2 2 100x y  有公共点，且公共点的横

坐标和纵坐标均为整数，那么这样的直线共有__________．

三、解答题：本大题共 4小题，共 50 分．

15．（本小题满分 12 分）某校从参加环保知识竞赛的学生中抽出 60名，将其成绩（均为

整数）分成六段 40,  50 ， 50,  60 ，…， 90,  100 后得到频率分布直方图（如下图所示）．

（Ⅰ）求分数在 70,  80 内的频率；

（Ⅱ）根据频率分布直方图，估计该校学生环保知识竞赛成绩的平均分；



（Ⅲ）用分层抽样的方法在80 分以上（含80 分）的学生中抽取一个容量为 6 的样本，

将该样本看成一个总体，从中任意选取 2人，求其中恰有1人的分数不低于90 分的概率．

16． （本小题满分 12 分）如图，已知 (0,0)O ， ( 3,0)E  ， ( 3,0)F ，圆 F ：

 2
23 + 5x y  ．动点 P满足 4PE PF  ．以 P为圆心， OP 为半径的圆 P与圆 F 的一

个公共点为Q．

（Ⅰ）求点 P的轨迹方程；

（Ⅱ）证明：点Q到直线 PF 的距离为定值，并求此值．

17． （本小题满分 13 分）如图，在四棱锥 P ABCD 中， AB ∥ CD， AB AD^ ，

4AB = ， 2 2AD = ， 2CD = ， PA ^ 平面 ABCD， 4PA = ．

（Ⅰ）设平面 PAB 平面 PCD m ，求证：CD∥ m；

（Ⅱ）求证： BD 平面 PAC ；



（Ⅲ）设点Q为线段PB上一点，且直线QC与平面 PAC 所成角的正弦值为
3

3
，求

PQ
PB

的值．

18． （本小题满分 13 分）已知椭圆
2 2

2 2: 1 ( 0)x yC a b
a b

    经过点 (2,  1)A ，离心率

为
2

2
．过点 (3,  0)B 的直线 l与椭圆C交于不同的两点M ， N ．

（Ⅰ）求椭圆C的方程；

（Ⅱ）求 BM BN
 

的取值范围；

（Ⅲ）设直线 AM 和直线 AN的斜率分别为 AMk 和 ANk ，求证： AM ANk k 为定值．
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试题答案

一、选择题：本大题共 8小题，共 40 分．

题号 1 2 3 4 5 6 7 8

答案 A D C C C A D B

二、填空题：本大题共 6小题，共 30 分．

9． 45

10． 3

11．
28
55

12． xy 2

13．
3

5

14． 60条

15． 解：（Ⅰ）分数在 70,  80 内的频率为：

1 (0.010 0.015 0.015 0.025 0.005) 10      1 0.7 0.3   ．

（Ⅱ）平均分为： 45 0.1 55 0.15 65 0.15 75 0.3 85 0.25 95 0.05 71x             

（分）．

（Ⅲ）由题意， 80,  90 分数段的人数为：0.25 60 15  （人），

 90,  100 分数段的人数为：0.05 60 3  （人）；

因为用分层抽样的方法在80 分以上（含80 分）的学生中抽取一个容量为 6 的样本，所

以 80,  90 分数段抽取 5 人，分别记为 A， B，C，D， E；

 90,  100 分数段抽取1人，记为M ．

因为从样本中任取 2人，其中恰有1人的分数不低于90 分，

则另一人的分数一定是在 80,  90 分数段，所以只需在分数段 80,  90 抽取的5 人中确

定1人．

设“从样本中任取 2人，其中恰有1人的分数不低于90 分为”事件 A，

则基本事件空间包含的基本事件有：( , )A B ，( , )A C ，( , )A D ，( , )A E ，( , )B C ，( , )B D ，

( , )B E ， ( , )C D ， ( , )C E ， ( , )D E ， ( , )A M ， ( , )B M ， ( , )C M ， ( , )D M ， ( , )E M 共15种．



事件 A包含的基本事件有 ( , )A M ， ( , )B M ， ( , )C M ， ( , )D M ， ( , )E M 5 种

所以恰有1人的分数不低于90 分的概率为
5 1( )

15 3
P A   ．

16．（I）解：由 4PE PF EF   及椭圆定义知，

点 P的轨迹是以 E， F 为焦点， 4 为长轴长的椭圆．

设 ( , )P x y ，则点 P的轨迹方程为
2

2 1
4
x y  ．

（II）证明：设圆 P与圆 F 的另一个公共点为T，连接QT ，

并设 0 0( , )P x y ， 1 1( , )Q x y ， 2 2( , )T x y ，

则由题意知，圆 P的方程为    2 2 2 2
0 0 0 0x x y y x y     ．

又Q为圆 P与圆 F 的一个公共点，

故
2 2

1 1

2 2 2 2
1 0 1 0 0 0

( 3) 5

( ) ( )

x y

x x y y x y

   


    
，

所以 0 1 0 1 13 0x x y y （ ）- ．

同理 0 2 0 2 13 0x x y y （ ）- ．

因此直线QT 的方程为 0 03 1 0x x y y  （ ）- ．

设 PF交QT 于H ，则 PF QT ．设 0QH d d ＝（ ），

则在Rt QHF△ 中，
0

2 2
0 0

3( 3) 1

( 3)

x
FH

x y

 


 
．

又
2

20
0 1

4
x

y  ，故
0

2
2 0

0

3( 3) 1

( 3) 1
4

x
FH

xx

 
 

  

2
]1)3x(3[

1)3x(3
2

2
0

0







在Rt QHF△ 中，
25 1d FH   ．所以点Q到直线 PF 的距离为1．

17．（Ⅰ）证明：因为 AB∥ CD，CD 平面 PAB，

AB 平面 PAB，所以CD //平面 PAB．



因为CD 平面 PCD，平面PAB 平面 PCD m ，

所以CD //m．

（Ⅱ）证明：因为 AP ^ 平面 ABCD， AB AD^ ，所以以 A为坐标原点，

AB， AD， AP所在的直线分别为 x轴、 y轴、 z轴建立如图空间直角坐标系，

则 (4,0,0)B ， (0,0, 4)P ， (0, 2 2,0)D ， (2, 2 2,0)C ．

所以 ( 4, 2 2,0)BD  


， (2, 2 2,0)AC 


，

(0,0, 4)AP 


，

所以 ( 4) 2 2 2 2 2 0 0 0BD AC        
 

，

( 4) 0 2 2 0 0 4 0BD AP        
 

．

所以 BD AC ，BD AP ．

因为 AP AC A ， AC 平面 PAC ，

PA平面 PAC ，

所以 BD 平面 PAC ．

（Ⅲ）解：设
PQ
PB

= （其中0 1＃ ）， ( , , )Q x y z ，直线QC与平面 PAC 所成角

为 ．所以 PQ PB=
 

．所以 ( , , 4) (4,0, 4)x y z - = - ．

所以

4 ,
0,
4 4,

x
y
z






 
   

即 (4 ,0, 4 4)Q  - + ．

所以 (4 2, 2 2, 4 4)CQ  = - - - +


．

由（Ⅱ）知平面 PAC 的一个法向量为 ( 4, 2 2,0)BD  


．

因为 sin cos , CQ BDCQ BD
CQ BD

 ×
= < > =

×

  
  ，



所以
2 2

3 4(4 2) 8
3 2 6 (4 2) 8 ( 4 4)



 

  


     
．

解得
7 [0,1]

12
   ．所以

7
12

PQ
PB

= ．

18．（Ⅰ）解：由题意得

2 2

2 2 2

4 1 1,

,

2 .
2

a b
a b c

c
a


 

  

 


解得 6a  ， 3b  ．

故椭圆C的方程为
2 2

1
6 3
x y

  ．

（Ⅱ）解：由题意知，显然直线 l的斜率存在，设直线 l方程为 ( 3)y k x  ，

由 2 2

( 3),

1,
6 3

y k x
x y
 




 

得
2 2 2 2(1 2 ) 12 18 6 0k x k x k     ．

因为直线 l与椭圆C交于不同的两点M ， N ，

所以 4 2 2 2144 4(1 2 )(18 6) 24(1 ) 0k k k k        ，解得 1 1k   ．

设M ，N 的坐标分别为 1 1( , )x y ， 2 2( , )x y ，

则
2

1 2 2

12
1 2

kx x
k

 


，
2

1 2 2

18 6
1 2
kx x
k





， 1 1( 3)y k x  ， 2 2( 3)y k x  ．

所以 1 2 1 2( 3)( 3)BM BN x x y y    
 

2
1 2 1 2(1 )[ 3( ) 9]k x x x x    

2

2

3 3
1 2

k
k




 2

3 3
2 2(1 2 )k

 


．

因 1 1k   ，所以 2

3 32 3
2 2(1 2 )k

 


≤ ．

故 BM BN
 

的取值范围为 (2,  3]．

（Ⅲ）证明：由（Ⅱ）得 AM ANk k 1 2

1 2

1 1
2 2

y y
x x
 

 
 

1 2 2 1

1 2

( 3 1)( 2) ( 3 1)( 2)
( 2)( 2)

kx k x kx k x
x x

      


 

1 2 1 2

1 2 1 2

2 (5 1)( ) 12 4
2( ) 4

kx x k x x k
x x x x
    


  



2 2 2

2 2 2

2 (18 6) (5 1) 12 (12 4)(1 2 )
18 6 24 4(1 2 )

k k k k k k
k k k

      


   

2

2

4 4 2
2 2
k
k

 
  


．

所以 AM ANk k 为定值 2 ．
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试题部分解析

1．【答案】A

【解析】无论哪种手痒，每个个体被抽中的概率都是相等的．

2．【答案】D

【解析】每位员工的月工资增加100元，

所以平均值也增加100元，

此时各员工工资的波动性并没有发生变化，

即方差不变．

3．【答案】C

【解析】
0 1 2 5 26 26 677

1 3 7 15 31 31 63
S S S S S S S
i i i i i i i
            

                       
，结束．

4．【答案】C

【解析】设这三个社团共有 n人，

则
12 45 15
30 n


 ，

解得： 150n  ．

5．【答案】C

【解析】对于③：命题的逆命题为若 a b ，则
2 2am bm ，

当 0m  时，命题不成立，所以③错误．

6．【答案】A

【解析】方程有实根可得 1 4 0b   ≥ ，

解得
1
4

b≤ ，

∴所求概率

1 0 14
1 0 4

P


 


．

7．【答案】D

【解析】还原三视图可得该几何体是一个三棱锥，底面积为
16 2 4
3

   ，体积为 4．

8．【答案】B

【解析】抛物线的准线方程为
1
2

x   ，由图知，当MQ x∥ 轴时， MQ QF 取得最小值，

此时 2 3 1 5| | 2
2 2

QM QF     ．



9．【答案】 45

【解析】读出该同学四次考试成绩分别为114，126，128，132，

则该同学数学成绩的平均数为
114 126 128 132 125

4
  

 ，

方差        2 2 2 21 114 125 126 125 128 125 132 125 45
4
           ．

10．【答案】 3

【解析】由 2 2 2 0x y x   ，得圆心坐标为 (1,0) ，半径为1，因为直线与圆相切，所以圆

心到直线的距离等于半径，即
2

1 0 1
1

1 m

 



，解得 3m   ．

11．【答案】
28
55

【解析】从12名学生中随机抽取 3名学生的选法数为 3
12C ，若按性别进行分层抽样，则应

抽取男生 2 名，女生1名，选法数为 2 1
8 4C C ，因此这 3名学生恰好是按性别分层抽样组成的

概率为
2 1
8 4

3
12

28=
55

C C
C


．

12．【答案】 xy 2

【解析】抛物线的焦点坐标为 (1,0) ，

因为双曲线的一个焦点与抛物线的焦点重合，

∴ 1c  ，

∵双曲线的离心率为 5 ，

∴ 5c
a
 ，

∴
5

5
a  ，

∴ 2 2 2 4
5

b c a   ，



∴
2 5

5
b  ，

∴双曲线的渐近线方程为 2by x x
a

    ．

13．【答案】
3

5

【解析】设 PF 与 y轴的交点为 B ，连接OP ，则
1 1

4PF A PFOS S  ，进而得 4AB OB ，则

1
1

3
5 5PF

OB bk
OF c

   ．

14．【答案】 60条

【解析】由于满足 2 2 100x y ＋ 的整数点 ( , )x y 有12个，

它们分别为 ( 10,0) ， ( 6, 8)  ， ( 8, 6)  ， (0, 10) ，

故直线 1x y
a b
  与圆的交点必须经过这些点，

但 a， b为非零常数，

故在以这些点为公共点的直线中有这样几类：

一类公共点为 2个点，去除垂直坐标轴和经过原点的直线，共有 2
12 10 4 52C    条；

另一类为公共点为1个点（即圆的切线），同样去除垂直坐标轴的直线，共有8条．

综上，所求的直线共有 60条．


